Algebra y Geometria Analitica ' 2020

NOTAS DE CATEDRA
UNIDAD N° 4: DETERMINANTE Y RANGO DE UNA MATRIZ. TEOREMA DE
ROUCHE- FROBENIUS (R-F)

1. Rango de una matriz

El rango de una matriz 4 € R”" es la maxima cantidad de filas o columnas de la matriz
A que componen un conjunto linealmente independiente. Se denota rg(A).

Para obtener el rango de una matriz 4 cualquiera, este resultara ser la cantidad de filas
no nulas que posea la matriz escalonada asociada a la matriz 4.

Si algun elemento de la matriz es distinto de cero, entonces su rango es mayor o igual
que 1. En caso contrario, o sea, la matriz nula, el rango sera 0.

Propiedades del rango de una matriz:

a) El rango de una matriz coincide con el de su traspuesta, es decir, rg (4) = rg (4)

b) El rango no varia si se cambia el orden de lineas (filas o columnas) paralelas.

c¢) El rango no varia si se multiplica una linea por un numero distinto de 0.

d) El rango no varia si una linea es reemplazada por la suma de esta con otra paralela
a ella multiplicada por un numero cualquiera distinto de 0.

1.1 Calculo del rango de una matriz dada mediante el método de Gauss

Si la matriz 4 tuviese mas filas que columnas, se puede usar para el calculo del rango,
su traspuesta.

Mediante las operaciones elementales entre filas, se buscara “hacer” ceros todos los
elementos por debajo de la diagonal principal de A. Es decir, determinar una matriz
escalonada. El rango de la matriz 4 es la cantidad de filas no nulas que tenga dicha
matriz escalonada.

Ejemplo: Calcular el rango de la siguiente matriz mediante el método de Gauss:

1 1 0 1 1 1 01 1 1 0 1
M=f1 0 -1 1 0 -1 1 0|»M,=10 -1 1 O

2 1 -1 2 0 -1 1 0 0 0 0 O

- M, =

DR +F - F _
(—2).F, + Fy — F (—DF +F; > F
El rango de la matriz M es la cantidad de filas no nulas de la matriz escalonada M,,
por lo tanto, rg(M) = 2.
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Podemos ver un ejemplo interesante en el siguiente video

donde interviene el concepto de rango con parametros: Eﬁ%@
https://lyoutu.be/coPTA i-QVQ E—E -

IEEE

Si en algun video se explica algo que contradice lo dicho en las Notas de Catedra,
no dudes en consultar con tu docente o en las clases de consulita.

2. Determinante de una matriz (revisar la Unidad Nro. 0)

La funcion determinante es una correspondencia que le asigna a cada matriz cuadrada
A, un anico numero real. Se simboliza det(4) ¢ |A|.

* Determinante de una matriz de orden 1
Si A= [a11], se define det(4) = a1
* Determinante de una matriz de orden 2

ajq
azy

. a 1
SiA = [ a;z] se define det(A) = a;1.az; — aq5. 054

* Determinante de una matriz de orden n>2 (Regla de Laplace)

Paracada1<i<n,paracada1<j<n:
det(A) = ainCin + aCip + -+ + anCin = Xi1 a;;C;j, (desarrollo por la i — ésima fila)
O bien

det(A) = a1;C1j + aziCa + -+ + aniCnj= X7 a;;C

j (desarrollo por j — ésima columna)

ijs

El numero (-1)i*/M;; se denota C;;y se conoce como cofactor del elemento aij .
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Ejemplo1: Si 4 =[-2] entonces det(4) = |4| = (-2)

Ejemplo 2: SiA = [i _42] entonces det(4) =3.4 — (-2).1 =14

1 2 4
Ejemplo 3: SealamatrizA=|-1 0 3 ] calcular el determinante de 4
3 1 =2

desarrollandolo por los cofactores de los elementos de la primera fila:

det(A) = a;1C11 + an2Cir2 +ai3Cis
det(A) = an(-D)"™ M1 + aix(-1)" Moz +ais(-1)' M3 =

dn-oxwfl Specn [ Sl I

det (A)=7

Propiedades del determinante de una matriz: Sean 4 y B € R™"
a) det(A")= det(A4)
b) det(kA)=k" det(4) donde k € R

c) El determinante del producto de matrices es el producto de sus determinantes:
det (A.B) = det (A). det (B)

d) Si la matriz 4 es invertible, el determinante de su inversa es el inverso multiplicativo

del determinante de A4. Es decir, det(471!) = de:(A)

e) El determinante de una matriz con alguna fila o columna de ceros es 0.

f) Si se cambia el orden de una fila o de una columna, el determinante cambia de signo.
g) Si se obtiene una nueva matriz a partir del reemplazo de una linea (una fila o una
columna) por la suma de esta con otra linea de 4 paralela a ella multiplicada por un
numero cualquiera distinto de 0, el determinante de la nueva matriz es igual al det (4).

h) Si A es una matriz triangular entonces det(A)= aii.az:....am

2.1 Calculo del determinante de una matriz por el método de Gauss (o por
triangulacion)

Se buscara triangular la matriz A mediante la aplicacion de operaciones entre filas y la
aplicacion de dos propiedades g) y h) que cumplen los determinantes:

1 2 4 1 2 4 12 4
Ejemplo:A= -1 0 3|-4=f0 2 7 |->4=|%2 7 lesuna
3 1 -2 0 -5 -14 00 (3
matriz triangular.
Fi+F>,>F, (g)F2+F3 —F;

(-3)F,+F; —F;

De modo que, por la propiedad h) de determinante se tiene que:
det (4)= det (A;)=12.(2) =7

3 | Unidad N° 4 Determinante y rango de una matriz. Teorema de R-F



Algebra y Geometria Analitica | 2020

Podemos ver otro ejemplo en el siguiente video:

https://lyoutu.be/ajvwN6FogKI .@‘I_ 11 I:‘;"_E

?’:i"F':-; 3

.y . Er. ]

3. Inversion de una matriz ——

Matriz Inversa: Dada una matriz cuadrada 4 de orden n, si existe otra matriz B que
verifique 4. B =B. A = I, (matriz identidad de orden n), entonces se dice que B es la
matriz inversa de 4y se representa por 4.

Nota: Si Bes lainversa de 4, 4 es la inversa de B

3.1Criterio del determinante de una matriz para la invertibilidad de la
misma.

Sea 4 € R™ se tiene que:
a) Sidet (1) # 0 < 3471 entonces se dice que la matriz 4 es regular o invertible.
b) Si det (4) =0 < AA~! entonces se dice que la matriz 4 es singular.

Calculo de la matriz inversa a una matriz dada por Gauss-Jordan

Dada 4 e R™ se construye una matriz tal [4|/,] y transformandola mediante operaciones
entre filas de 4 (las mismas que se describieron entre las ecuaciones de un SEL) se
obtiene la matriz [1,|B] tal que:

A.B=B. A =1, esdecir, B= 4"

Ejemplo: Dada la matriz A de orden n, determine si es invertible, en caso de serlo
calcule A

6 5

A= [—3 2

] como det (A) = 6.2 - 5.(-3) # 0 se tiene que 4 es regular.

6 5

Se construye la matriz [4|1;]. De modo que se tiene [_3 )

é (1)] y por medio de
operaciones elementales entre fila:

5 1
F, [6 5 : 1 0] F1-F1[ 4 Z % 0| GF1+F2) »F2|1 = - 0
Fol=3 2 101 -3 2 :0 1 0 Z 2

6 6

—F2 - F2 - - —F2+F1-F1 e

27 6 6 6 27 27

0 1 3 6 0 1 3 6

27 27 t27 27
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Se llega a la matriz [1;|B] y efectuada la verificacion de A.B = I>:

-3 2 3 6

-5 -

6 51|z 27| _m o . PR P

[ ] [_ s —[0 1].SepuedeaflrmarqueB A= 3 6
27 27 27

27

Matriz adjunta: Sea 4 € R™ se denomina matriz adjunta de 4, que se denota Adj (4),
a la matriz que tiene la misma dimensién que 4 y se obtiene a partir de transponer una
matriz C cuyos elementos son los cofactores de los correspondientes elementos de 4.

6 5

_3 2] determine la Adj (4).

Ejemplo: Sea la matriz A = [

En primer lugar, se calculan los cofactores de los correspondientes elementos de 4:

a;=6 entonces Cy=(-1)"*! det [2]= 2 a;>=5 entonces Cp.= (-1)"*? det [-3]= 3
ax= -3 entonces Cz= (-1)**! det [5]=-5 a»= 2 entonces C= (-1)*"? det [6]= 6
: ~_[€C11 Ci2]_ 12 3
Con los cofactores obtenidos se construye una matriz C = = [ ]
Cz1 €22 -5 6

2 —5]

Luego se transpone dicha matriz C'y se obtiene la 4dj (4) = Ct = [3 6

Calculo de la matriz inversa de una matriz dada mediante el método de la
adjuncion

El método de la adjuncion para el calculo de la matriz inversa a una dada consiste en la
aplicacion de la siguiente expresioén:

P — .Adj(4)
det (4)

Es decir, la matriz inversa de la matriz 4 resulta de la multiplicacién entre la matriz
adjunta de 4 y el inverso multiplicativo del determinante de la matriz 4.

Podemos ver un ejemplo en el siguiente video:

https://lyoutu.be/QVoPbT1vNNw

Ahora si se pretende calcular la inversa de A bastara con aplicar: A1 = det () .Adj(A)
2 =5
12 =51_|27 27
-1 _ _— —
at=5l5 6l 3 6
27 27

Es decir, la misma matriz obtenida por el método de Gauss-Jordan
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Relacién entre un sistema de ecuaciones lineales AX = B, det(A) y A™

Sea el sistema de ecuaciones lineales 4. X=B (escrito en forma matricial) donde 4 e R™"
(matriz de coeficientes), X € R™' (matriz de incognitas) y B € R (matriz de términos
independientes)

1) Si det (4) # 0 = 347! entonces

AX=B

Al4.X) =41 B

(A1.4).X=A4"B
LX=A'B

X=4LB

como A es Unica entonces X es Unica y X representa la solucién del sistema de
ecuaciones lineales. Por lo tanto, el sistema de ecuaciones lineales es compatible
determinado.

2) Si det (4) =0 & AA~! entonces el sistema de ecuaciones lineales NO es compatible
determinado pudiendo ser compatible indeterminado o incompatible.

Caso particular

Sea 4.X=N donde 4 € R™ (matriz de coeficientes), X € R™ (matriz de incognitas) y
N € R™ (una matriz nula de términos independientes) entonces si el det (4) =0 & AA™!
el sistema de ecuaciones lineales NO es compatible determinado sino compatible
indeterminado.

4. Teorema de Rouché-Frobenius

El enunciado del teorema atribuido al matematico francés Eugéne Rouché y al aleman
Georg Ferdinand Frobenius hace posible la clasificacion de un sistema de ecuaciones
lineales, A.X=B segun su conjunto solucién. Basicamente, este teorema se basa en el
analisis de los rangos de las matrices de coeficientes, 4 y la ampliada [4|B] asociadas
al sistema y la cantidad de incognitas que posee dicho SEL.

Sean 4 la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales y [4|B] la matriz
ampliada del mismo:

e Silos rangos de las matrices de los coeficientes y ampliada son iguales, el sistema
es compatible. Si la cantidad de incognitas es igual a dicho rango, sera determinado
y si la cantidad de incégnitas es mayor que el rango, el sistema es indeterminado.

e Cuando los rangos de las matrices de los coeficientes y ampliada son distintos, el
sistema es incompatible.

En particular, en los sistemas lineales homogéneos, el rango de la matriz ampliada es
siempre igual al rango de la matriz de coeficientes, ya que ambas matrices se
diferencian solamente en una columna de ceros.
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2x +y +2z =1
Ejemplo1:{x +2y +3z =3
3x +2y +z =0

2 1 2
(a) La matriz de coeficientes del SELes A = |1 2 3]
3 21

Se calculara el rg(4). Para ello se usara la calculadora online que se puede hallar

en el link: https://matrixcalc.orgl/es/ . Y se obtiene que rg(4)= 3

2 1 2 1
(b) La matriz ampliada del sistemaes[4|B]=|1 2 3 : 3
3 21 : 0
2 1 2 1 2 1 2 1
2 1 2 1 |2 12 ! 0 2 5 5 0 3 o 5
1 2 3 3[—10 3 4 2 2 |- 2 2
3 2 1 0 r _3 _8 _7
3 2 0 0 2 2 2 0 0 2 2
(— %)F; +Fy >F; (— g) F1+F; —>F; (— %) FatF3 —F;

Se determina su rango y se obtiene que en la ultima matriz no hay ninguna fila nula, por
lo tanto, rg[4|B] = 3

(c) La cantidad de incégnitas que tiene el SEL es tres (3)

Por (a), (b) y (c) y segun el teorema de Rouché-Frobenius se puede concluir que el
sistema es compatible determinado.

De hecho, si se calculan los valores de x, y, z. Su conjunto solucién es: S= {(-5/8;1/2;7/8)}
2x +y +3z =2

Ejemplo2: {3x +y +4z =3
2x +3y +5z =5

2 1 3
(a) La matriz de coeficientes del SELes A = |3 1 4]
2 35

Se calculara el rg(4). Para ello se usara la calculadora online que se puede hallar en el
link: https://matrixcalc.org/es/ . Y se obtiene que rg(4)= 2
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2 1 3 2

(b) La matriz ampliada del sistema es [4|B]= 1 4 3

2 3 5 5
21 3 : 2 2 11 31 P2 2 11 3 2 2 1 3 2
314 : 3[-l0 —= == : 0|-|0 —= == : 0o|-f0 == —= i 0

2 35 :5 2 2 2
2 3 5 ¢+ 5 0o 2 2 3 0 O 0O : 3
(—%)Fﬂ‘Fz—)Fz (=1)F,+F3;—>F; (4)F>+F3 >F3

Se determina su rango y se obtiene que en la ultima matriz no hay ninguna fila nula, por
lo tanto, rg[4|B]=3

Por (a) y (b) se sabe que los rangos de A4 y [4|B] son distintos, por el teorema de Rouché-
Frobenius, se concluye que el sistema es incompatible. El SEL no tiene solucién.

x +2y +z =3
Ejemplo 3: {Zx +5y +2z =7
x +3y +z =4

1 2 1
(a) La matriz de coeficientes del SELes A =|2 5 2]
1 3 1

Se calcula el rg(4) mediante la calculadora online que se puede hallar en el link:
https://matrixcalc.org/es/ . Y se obtiene que rg(4)= 2

1 2 1 : 3
(b) La matriz ampliada del sistema es [4|B]= 5 2 : 7]
1 3 1 : 4
1 2 1 : 3 1 2 1 : 3 1 2 1 : 3 1 2 1 : 3
[2 5 2 : 7]—)[0 1 0 : 1 —>[0 1 0 : 1]—>[0 1 0 : 1]
1 3 1 : 4 1 3 1 : 4 01 0 : 1 0 0 0 : O
(—2)F1+F2—>F2 (—1)F1+F3—>F3 (—1)F2+F3—)F3

Se determina su rango y se obtiene que en la ultima matriz hay una fila nula, por lo
tanto, rg[4|B]= 2

Por (a) y (b), rg(4)= rg[A|B]= 2 pero 2 es menor que 3 que es la cantidad de incognitas
del SEL. Por lo tanto, por el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible
indeterminado.

De hecho, si se resuelve el SEL su conjunto solucién resulta: S = {(/-t,1, f)cont € R }

Les compartimos un video para pensar sobre el mundo .
de las matematicas y el Teorema de R-F : Ei’ir.:!E
N

https://youtu.be/JnutYsGpKIE j:l-
A
' '

8 | Unidad N° 4 Determinante y rango de una matriz. Teorema de R-F



https://matrixcalc.org/es/
https://youtu.be/JnutYsGpKIE

Algebra y Geometria Analitica ' 2020

GUIA DE TRABAJOS PRACTICOS N°4
Determinante y rango de una matriz. Teorema de Roché- Frobenius

1. Calcule el rango de las siguientes matrices mediante el método de Gauss:

31 6 2 2 3 1 -2 2 1
A_[z 0 3 4 8[693 c=[3 =2 —1]
-3 1 =2
1 1 1 6 3 2 (-<2) 1 3 5 4
-2 3 -1 -4 |1 0 1l 0o 1 4 3 (-5
E=11 21 2 3 e 3 6_00214
1 2 -3 -5 2 4 0 0 01 0

2. En cada caso, determine si es posible, a € R para que el rango de cada matriz sea
el indicado:

1 2 a 1 —a 0 -2
a) A=[1 1 a b) =-3 6 0 6
a 0 1 a —4 0 —4

rg(d) =2 rg(B) =1

3. Estudie el rango de la matriz A en funcién del parametro ke R :

k 1 -2
A=|-1 -1 k
1 1 1

4. Calcule la matriz adjunta de las siguientes matrices:

2 =2 2 2 3 1 1 1 1 6
A=2 1 0 B=|l6 9 3 |72 3 -1 —4
3 -2 2 0 0 O -1 -1 2 3

1 2 -3 =5

5. Calcule, si existe, la matriz inversa de las matrices del ejercicio 4 mediante el
método de la adjuncion.

6. Halle el valor del determinante de las matrices del ejercicio 1, en las que sea posible,
mediante el método de Gauss
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7. Resuelva los siguientes enunciados mediante propiedades:
a) Si se sabe que B € R3*3 y det(B) = - 5. Calcule det(2.B")
b) Si se sabe que 4 € R**2 y det(A™!) = 3. Calcule 2.det(A)

a b c (a+2b) ¢ b
c) Si se sabe que det ld e f] =2.Calculeeldet |(d+2e) f e
g h m (g+2h) m h

8. Despeje, si es posible, la matriz X, sabiendo que las matrices 4, By C € R™" son
regulares. En caso, de no ser factible, justifique su respuesta:

a) A.X=B b) X.A=B c) A.X+B=C d) A1.X.A=B+2C
e) (A+2B).X=C-B ) X A=X.B+C 9) A.X +2X= C+D h) X.A +3X=C

9. Determine la clasificacion segun su conjunto solucién de los siguientes SEL,
utilizando como justificacion el Teorema de Rouché- Frobenius:

x +y tz =6 x +z 42w =1
a) —2x 43y —=z =-—4 b) -x 4y -z -w =2
-x -y +2z =3 2x  —3y +w =-1
x +2y -3z =-5 2y 4z —w =2
x +2y +z =0 3Ix —4y +z =1
C) [ 2x  +5y +2z =10 d) —x +2y —=z =3
—4x -8y —4z =10 x +3y —z =

x -2y +z =0
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