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NOTAS DE CATEDRA
UNIDAD N° 2;: RECTAS Y PLANOS

% RECTAS R3
Ecuacion vectorial de una recta

Una recta r queda perfectamente definida conociendo dos puntos, que definen a su vez
el vector director, por lo tanto, la ecuacion vectorial de la recta r que pasa por un punto
Py(x0; Vo; Zo) Y €s paralela al vector director v° = (v4; v5; v3) cON v # 0es:

r:(x;y;2) = (Xg; Yo; Zo) + A(vy;v5;v3) con A1 € R

Note que esta ecuacion contiene tres igualdades simultaneamente.

Un video explicando y resolviendo ejercicios de este tema en
https://youtu.be/s36aSg4uchg

OEAD|

Podras encontrar videos explicando y resolviendo ejercicios sobre
toda la unidad en la lista de reproduccién “Rectas y planos en R*”,
tal vez en los videos se usen nombres distintos a los usados en las
notas, pero durante toda la materia usaremos los nombres
dados en estas Notas de Céatedra.

Si en algun video se explica algo que contradice lo dicho en las
Notas de Catedra, no dudes en consultar con tu docente o en
las clases de consulta.

https://www.youtube.com/playlist?list=PLpbLLgs33glm7HW®6la
aErbPdXGPXiv5kS

Ecuaciones cartesianas paramétricas de larecta

Desglosando las tres ecuaciones lineales involucradas en la ecuacion vectorial, se
define la misma recta r mediante el sistema de ecuaciones:

x=x0+lv1
ryy=y,+Av, con A€R
Z:Z0+AU3

Ecuaciones simétricas de la recta

Si ninguna componente del vector director v” es nula, entonces se puede despejar A de
las tres ecuaciones cartesianas y definir la misma recta r mediante las ecuaciones
simétricas:

rx—xo_y—YO_Z—%

1 %) VU3

1| Rectas y planos


https://youtu.be/s36aSg4ucbg
https://www.youtube.com/playlist?list=PLpbLLqs33gIm7HW6laaErbPdXGPXiv5kS
https://www.youtube.com/playlist?list=PLpbLLqs33gIm7HW6laaErbPdXGPXiv5kS

Algebra'y Geometria Analitica | 2020

Si alguna componente del vector director es nula, por ejemplo: v; = 0 se puede definir la recta r

de la siguiente forma; =22 =20 . ; = 5,

V1 vz

7

% PLANOS EN R3
Ecuacion vectorial del plano
Un plano & también queda perfectamente definido a partir de tres puntos no alineados
0 una direccion perpendicular y un punto de este. Para determinar la ecuacion vectorial
del plano seran necesarias dos direcciones, es decir, dos vectores no nulos
U = (vy;v5;v3) Y U = (uq; uy; uz) paralelos al plano, pero no paralelos entre si, y un
punto de paso Py(xy; Yo; Zo):

(6 y; 2) = (Xg; Yo; 29) + A(vy; vy v3) + t(ug;uy;uz) con At €R

Note que también esta ecuacién contiene ‘tres’ igualdades simultaneamente.

Ecuaciones cartesianas paramétricas del plano

También en este caso, desglosando las tres ecuaciones lineales y a partir de la ecuacién
vectorial, se define el mismo plano = mediante el sistema de ecuaciones:

X =xy+ Avy + tuy
My =yo+Av, +tu, con A teR
zZ =2y + Avs + tus
Ecuacion general o implicita del plano
Otra forma de describir la inclinacion de un plano es a través de un vector no nulo
perpendicular al plano, denominado normal. La ecuacion del plano = que pasa por el
punto Py(xo; vo; Zo) Y €S normal al vector n = (a; b; ¢) es:

max+by+cz=d

Deduccién.: Sea P(x,y, z) un punto genérico del plano. Resultara siempre que " - PTJO =
0. Como PP, = (x — xo; ¥ — Yo; Z — 2,) queda entonces:

(a;b;¢) ~(x —x0;¥y —Y0;2—25) =0 [1]
a(x —x9) +b(y —yo) +c(z—2)) =0 [2]

ax+by+cz—axqg—byy—czo=0 = ax+by+cz=axy+ by, +cz
d

A la ecuacion [1] se la denomina ecuacién punto normal del plano.
Planos coordenados
En R3 existen tres planos coordenados:

e Plano coordenado “xy”: Es el plano que contiene a los ejes x e y. Entonces
contiene también al punto P,(0;0;0) y es normal al versor k=(0;0;1). Si
remplazamos en [2] tenemos: 0(x —0) + 0(y —0) + 1(z — 0) = 0, es decir que z =
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0 es la ecuacion del plano “xy”.

e Plano coordenado “xz”: Es el plano que contiene a los ejes x y z. También
contiene también al punto P,(0;0;0) y es normal al versor y = (0;1;0). Si
remplazamos en [2] tenemos: 0(x —0) + 1(y — 0) + 0(z — 0) = 0, es decirque y =
0 es la ecuacion del plano “xz”.

e Plano coordenado “yz”: Es el plano que contiene a los ejes y y z. También
contiene también al punto Py(0;0;0) y es normal al versor i = (1;0;0). Si
remplazamos en [2] tenemos: 1(x — 0) + 0(y — 0) + 0(z — 0) = 0, es decir que x =
0 es la ecuacion del plano “yz”.

7

» POSICIONES RELATIVAS EN R3

Entre dos rectas:

Dos rectas r; y r, son paralelas no coincidentes si sus respectivos vectores
directores v; y v, son paralelos, es decir, ¥; = Av, y ademas no comparten
ningdn punto en comun, es decir, su interseccion es vacia.

Dos rectas r;, y r, son coincidentes si sus respectivos vectores directores 7, y v,
son paralelos y ademas tienen todos sus puntos en comun.

Dos rectas r; Y r, SON secantes si sus respectivos vectores directores v; y v, no
son paralelos, es decir, v, # Av, y ademas tienen un Unico punto en comun.

Dos rectas r; y 1, son alabeadas si sus respectivos vectores directores v, y v,
no son paralelos y ademas no comparten ninglin punto en comun.

Entre dos planos:

Dos planos m; y m, son paralelos no coincidentes si sus respectivos vectores
normales 7, y 7, son paralelos, es decir, 71; = An, y ademas no comparten
ningdn punto en comun, es decir, su interseccion es vacia.

Dos planos m; y 7, son coincidentes si sus respectivos vectores normales 7, y
7, son paralelos y ademas tienen todos sus puntos en comdun.

Dos planos m; y m, son secantes si sus respectivos vectores normales 7, y 7,
no son paralelos, es decir, 1; # A1n,. Tienen en comun infinitos puntos, ya que al
intersecarse determinan una recta.

Podemos encontrar un Ejemplo de posicion relativa entre ;3?{;}\}
.
F

planos en el siguiente video: hitps://youtu.be/lg- XN1pTWg E -
(
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Entre unarectay un plano:

e Una recta r; es paralela (no contenida) a un plano 7, si el vector director v; de
la recta es perpendicular a la normal 71; del plano, es decir, ¥, - 1; = 0 y ademas
no comparten ningdn punto en comun ya que su interseccion es vacia.

e Unarecta r; esta contenida o pertenece al plano m; si el vector director 7; de la
recta es perpendicular a la normal 7i; del plano, v, - 71; = 0 y ademas todos los
puntos de la recta son también puntos del plano, es decir, tienen infinitos puntos
en comun.

e Unarectar; y un plano m; son secantes si el vector director ¥, de la recta no es

perpendicular a la normal 7, del plano, v; -, # 0.Tienen en comudn un Unico
punto.

< DISTANCIAS EN R3
Distancia entre dos puntos

Sean P(xy;y1;2z1) Y Q(xy;v,;2,) dos puntos del espacio tridimensional. La distancia
entre ambos se denota d(P; Q) y se obtiene a través de la expresion:

d(P; Q) = /(xa —x1)2 + (v — y1)? + (2, — 21)?
Distancia entre un punto y un plano

Sean un plano m y un punto Py (xg; yo; Zo) del espacio tridimensional. La distancia entre
ambos se denota d(Py; ) y se obtiene a través de la expresion:

PPy
ey = BT T |

Siendo P; (x;; x; x3) cualquier punto del plano y n” su vector normal.

Distancia entre un punto y unarecta

Sean una recta r y un punto Py(x,; yo; Zo) del espacio tridimensional. La distancia entre
ambos se denota d(Py; r) y se obtiene a través de la expresion:

atpyry = 1227
o

Siendo P, (x;; x,; x3) cualquier punto de la recta y v" su vector director.

Distancia entre dos rectas

Sean dos rectas r; Y r, con sus respectivos vectores directores v; y v,.
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e Si las dos rectas son coincidentes o secantes la distancia entre ellas es
d(ry;ry) = 0.

e Si las rectas son paralelas no coincidentes la distancia entre ellas puede
obtenerse como la distancia entre un punto y una recta:

d(ry;1) = d(Py;1y) = d(Py;1y)

siendo P; y P, puntos pertenecientes respectivamente a las rectas r; y r;.
e Silas rectas son alabeadas la distancia entre ellas esta dada por la expresion:

[P:P; - &7 x 7|

o7 x 7l

d(r;;m) =

siendo P; y P, puntos pertenecientes respectivamente a las rectas r; y ;.

Distancia entre dos planos

Sean dos planos 7, y m, con sus respectivos vectores normales n; y n,.

e Si los dos planos son coincidentes o secantes la distancia entre ellos es
d(my;my) = 0.

e Si los planos son paralelos no coincidentes la distancia entre ellos puede
obtenerse como la distancia entre un punto y un plano:

d(my;mp) = d(Py;mp) = d(Py;my)
siendo P, y P, puntos pertenecientes respectivamente a los planos m; y 5.
(=] [m]

Podemos encontrar un Ejemplo en el siguiente video: i;,-.,'-l.’": :
https://youtu.be/deS3PstD6ig =0 Iy

[=]

< ANGULOSEN R3
Angulo entre dos rectas

El angulo entre dos rectas r; y r, esta definido por el &ngulo que determinan sus
respectivos vectores directores v; y v,. Se denota (77;73) Y se obtendra de la expresion:

R AR

Secumple que 0 < (r;1y) <

NS

Angulo entre dos planos

De manera analoga, el &ngulo diedro entre dos planos r; y w, esta definido por el angulo
gue determinan sus respectivos vectores normales n; y n,. Se denota (1y;7,) y se
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obtendra entonces:

Y - T

De igual manera se cumple que 0 < (ny;n,) < g

Angulo entre una rectay un plano

El angulo determinado por una recta r y un plano = es el angulo complementario al
que forman el vector director de la recta v y el vector normal del plano 7. Se denota
(v;n) y se obtiene a través de la expresion:

v -7

1211 - 117l

sen(v;n) = ————
Se cumple que 0 < (vin) <2

Nota: Observar que se utilizd sen(v;n) en lugar de cos(v; n) para ahorrar un calculo.
Debido a que el angulo que forman la normal del plano y el vector director de la recta
es complementario al &ngulo buscado.

'JEI

Podemos encontrar un Ejemplo en el siguiente video: g‘i.-"
https:/lyoutu.be/a049gRmVAOO0

GUIA DE TRABAJO PRACTICO N° 2
RECTAS Y PLANOS

1. Halle una ecuacion vectorial de la recta r que pasa por el punto P(1;2;3) y:
a) Es paralela al vector i = (—1; 0; 1)
b) Es perpendicular al vector v = (—1;0;1) ¢es Unica?
c) También pasa por el punto Q (—1;0;1)

@ En el siguiente link podras aprender como definir
rectas en R3.
https://www.geogebra.org/m/WngkJHhJ

2. Dadalarecta r: x+1=2y—3; z=4 encuentre:
a) Tres puntos distintos de r.
b) h € R para que el punto P(h; h — 1; 4) esté sobre la recta r.
c) Un vector paralelo ar.
d) Las ecuaciones cartesianas paramétricas de una recta paralela a r y que
pase por el origen de coordenadas.

3. Halle una ecuacién vectorial de la recta r que contiene al punto P(2; —1;3)y es
perpendicular a la recta:
S:y+2=z—4;x=3
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&

En el siguiente link un video que explica como trabajar con rectas
y planos https://youtu.be/y4Ez-IRCOmMA

¥

4. Determine la posicién relativa entre las rectas

= —3+4
r:(x;y;z)z(1+2t;1—t;3t)/tE]R{ys:{x T Ay

z=1-3y

Puede visualizar previamente y luego corroborar su resolucion analitica trabajando
con GeoGebra

5. Sean las rectas r:{ 20 -3~ 2 halle de ser posible:

z=0
a) El punto P comun a ambas rectas.
b) La recta perpendicular simultaneamente a r y [ que pase por P.
¢) Una ecuacion vectorial de la recta s que pasa por los puntos Py Q (3;1;0).

x+2y:4. y l.{x—lzy__z

Puede visualizar previamente y luego corroborar su resolucion analitica

trabajando con GeoGebra

6. Determine:
a) Una ecuacion del plano = que pasa por el punto P(1; 2; -3) y es perpendicular
al vector v = (5; -6; -1).
b) Otros tres puntos que pertenezcan a .
c) h € R para que el punto P(0; h + 2;4) esté sobre el plano dado.

7. Sefiale en cada caso con V (verdadero) o F (falso) seguin corresponda. Justifique
analiticamente. (La visualizacion que pueda realizar con GeoGebra de cada
situacion no es una justificacion valida)

Dado el vector 7 = (1;v3;1):

a) Elvector ¥ es perpendicular al planoa: x + z = 0
b) El vector v es paralelo al plano B: x = z

c) Elvector # es normal del plano 7: 3x + 3y = —3+/3z

8. Halle una ecuacién general del plano & que pasa por P (2; —1;4) y es paralelo:
a) Al plano coordenado xy
b) Al plano coordenado yz
c) Alplanoy = -3
d)Alplanom:5x -3y + 6 = 0

9. Halle una ecuacion general del plano que contiene al eje z y al punto P(4; —2; 1).

10.Determine los valores de m y h €R para que los puntos
P (2;m-1;2) yQ (0; m + h; h) pertenezcan alplanom: hx+y—4z+m= 0

11.Encuentre una ecuacién del plano perpendicular a m: x—2y + 3z—-6 = 0, que
contiene a los puntos A(1;2;3) y B(4;0; -1)

12.Determine una ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto P(2; 4;5) y
que es:
a) Perpendicular al plano m:-3x +4y-2 =0
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b) Paralelaalosplanos m:x-3y +z =2y Bix—-4y +2z-9=0
@ Puede visualizar y corroborar su resolucion analitica trabajando con GeoGebra

13.Halle las ecuaciones cartesianas y vectorial paramétricas de la recta
interseccién de los planos:
m:x+y-1=0 Yy myx+y+3z-2=0

14.Halle la distancia entre los puntos P(4; -3;9) y Q(-5;4; —6) y entre cada uno de
los puntos y la recta de ecuacion r: (x;y;z) = A(—=1;1;1) + (1;0; 1).

@ 15. Calcule la distancia del plano 7: 2x-3y + z—5 = 0
Visualice los planos y puntos, trabajando con GeoGebra, para anticipar lo que
obtendra en la resolucion analitica.
a) Al punto P(-1;3;0)
b) Al punto 0(0; 0;0)
c) Alplano f: 4x+6y—-2z+13=0

x—y+z=0 I x+y—1=0
y+3z=0 '{y+32—2=0
a) Estudie la posicion relativa entre ellas.
b) Calcule la distancia entre las dos rectas.
c) Determine el angulo entre ambas rectas.
{i}’ Puede visualizar y corroborar su resolucién analitica trabajando con GeoGebra

16.Dadas las rectas r: {

XxX+z=

17.Dadalarectar: { ; y elplanom: x-2y+z =10

a) Encuentre si existe interseccion entre ambos y estudie su posicion relativa.
b) Calcule la distancia entre r y .
c) Determine el angulo comprendido entre ry .

@ Puede visualizar y corroborar su resolucion analitica trabajando con GeoGebra

18.Dadas los planos 7:x-3y+z=2 Yy mx—-4y+2z-9=0
a) Halle la medida del &ngulo entre los planos
b) Determine interseccion entre los planos.
c) ¢Cual es la distancia entre m; y m,?
@’ Puede visualizar y corroborar su resolucién analitica trabajando con GeoGebra

19.Halle todos los puntos que se encuentran a una distancia de 2 unidades del
planom:2x —y—2z=0 y pertenecen a la rectar:(x;y;z)=(1;0;0) +
2t;—t; 2t)/t e R

8 | Rectas y planos



Algebra'y Geometria Analitica | 2020

7
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B

10.

EJERCICIOS ADICIONALES:

x+13 _ y-1

Dadas lasrectasr(x;y;z) = (—=1+4t; 3+ ;1) /t ER y s: 5 -
a) Halle la interseccién entre ellas.
b) Sélo con la informacién obtenida en el punto anterior, ¢puede establecer la

posicion relativa entre las rectas dadas?

z—2
3

x—1 -2 z-1 -1 z-1 x+3 +4 z+1
DadaST1: _:y_s =5 , ’r‘z:x:—3;y_:_ . y —
5 5 3 -2

determine cudles pares de tales rectas son:
a) Paralelas;
b) Coincidentes
c) Secantes.

Dados los puntos A(1;2; —1); B(0;3; 4)y C (-2; 1; 3):
a) Verifiqgue que los tres puntos no estan alineados,
b) Halle una ecuacién general para el plano que los contiene.

P —28h+10 —2h-1 —h
c) ¢Paraquévaloresde h € R larectar: = =7 = ZZ pertenece al plano

-1 13 12
hallado en b)?
Puede visualizar y corroborar su resolucién analitica trabajando con GeoGebra

Determine una ecuacion general del plano que pasa por el punto P(-4;0; 1)y es
paralelo a los vectores 1 = (5;-1;2) y v = (-1;0; 1).

Obtenga los valores de m y h € R para que los puntos P(-1;0;4), Q(0;m;2) y
R(h; h; 10) sean colineales.

Halle las ecuaciones general y vectorial del plano perpendicular a los planos
my:x—2y+3z-5=0y m,:3x+ 22— 7 = 0y que contiene al punto P(-4; 2;1).

Dos caras opuestas de un cubo se encuentran en los planos:
m:3x-y+2z=5 'y B:3x-y+2z=7.
Calcule el volumen del cubo utilizando los contenidos desarrollados en la unidad.

Halle, si existe, la ecuacion de la recta contenida en el plano m:2x —y —2z=0y
ademas perpendicular a larectar: (x;y;z) = (1;0;0) + (2t; —t; 2t)/t €R

Dada la recta r:(x; y; z2) = (1;2;3) +t (2;-1;h) y el planom: 2x—hy + 3z = m,;
calcule los valores de my h € R para que larectar:

a) Esté incluida en el plano m.

b) Sea paralela al plano y no tenga puntos comunes con el plano .

x—1

Dadas lasrectas r: (x;y;2z) =t (2;-1;4) ; I:
5z —h —1 =0, halle de ser posible:

a) La ecuacion del plano determinado por ry L.

b) h € R, sabiendo que la distancia del punto P(k; 2; —1) al plano 7 es v/38.

y=§ y el plano m: 2x + 3y —
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< EJERCICIOS DE AUTOEVALUACION:

1. Dado el plano m: x + 2y —4z = 7, encuentre tres versores u, ¥ yw tales que
dos a dos sean ortogonales entre si y que tanto & como ¥ sean paralelos al
plano .

2. Sean r:(x;y;z) =t(0,42)+(0,3,0); L(xy;z2)=A1,01) y s:(xy;2) =
u(0,1,—1) + (1,0,4) tres rectas. Hallar la interseccion del plano m con la recta s,
sabiendo que r esta incluida en el plano  y [ es paralela a este.

3. Encuentre la ecuacion del plano que contiene al punto P(1;2;1) y a la recta
r(y;z2)=(13;0+t(2;1;,-1)/t R

4. Sean r:(xy;2) =(2;2h)+t(1;-1,-1) y Ly 2z)=((h11)+200;2;1).
Encuentre, de ser posible, h € R para que las rectas r y [ sean coplanares. Para
el

5. valor de h obtenido, hallar el plano que contiene a las rectas dadas.

6. Dados los planos m;: hx+y+z=1 ; my:x+hy+z=1 y ng: x+y+
hz=1

a) Determine h € R, si existe, para que los planos se corten en un solo punto.
b) Determine h € R, si existe, para que los planos no tengan ningln punto en
comun

~

Segun los valores reales de k € R, estudie las posiciones relativas del plano
2x+y—kz =2

p:x+ky—z=1ydelarecta r: {x—y—z=k—1

o

Dado el plano 7: (x;y;2) = (0;1;2) + t(—1;-1;2) + A(1; 1;0) con t,A € R
a) Halle la proteccion ortogonal del punto A(2; 1; 3) sobre el plano .
b) Obtenga todos los puntos del eje "y" que distan v/2 unidades del plano .

9. Dada la recta r:(x; y; z) = (4,—2;0)+t (—4;4;1) y el planom: x—y —z = 0.
Obtenga la ecuacion de la recta que resulta de la proyeccion ortogonal de r
sobre m.

10.Dadas las rectas r:x_—_h6 = y_—_11= % y Ly z)=0G+t;4-2t;1+1¢)

a) Indique si existe algun valorde h € R para se cumplaalguna de las
siguientes condiciones:
I. rseaparalelaal.
i. dr,D)=0
b) Encuentre, si es posible, unaecuacion vectorial de la rectas que
sea perpendicular a la recta [ y esté contenida en el plano w: x + 2y — 2z = 4
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