ESPACIOS
VECTORIALES REALES




Conjunto de numeros reales (Repaso)

La union de los numeros racionales y los irracionales conforma un conjunto denominado de
los numeros reales, R

En el conjunto R de los numeros reales se definen dos operaciones o también llamadas leyes
de composicion, denominadas adicion y multiplicacion, con respecto a las cuales verifica
ciertas propiedades.




Propiedades Adicion Multiplicacion

Va, bER a+b=b+a Va, bER a.b=b.a

Asociativa Va,b,ce€R, (a+b)+c=a+ (b+c) Va,b,c€R (a.b).c=a.(b.c)

Elemento VaeR IOER/a+0=0+a=a VaeR IIER/a.1=1.a=a
neutro

IO Va ER 3 (-e)E R/a+(-a)=(-a) ta=0 VYa€ER-{0}),Ta'eR/a.al=al.a=1
opuesto

Distributiva Ya bceER a.(b+c)=a.b+a.c




De este modo, el conjunto de los niimeros reales tiene, con respecto a las operaciones
de adicion y multiplicacion se dice que R es un cuerpo conmutativo.




Conjunto de | Vectores en R? Vectores en R? Matrices (R™")
vectores (V)

= (a;b)/a,b €ER v = (a;b;c)/a,b,c ER

A=
Am1  *° Amn
Operaciones

Adicion L, P e RL,uUtv e R? U DeR3U+tveR® A B € R™" 4+ B e R™"
Multiplicacion 7 € R% k. u € R? U € R kueR? A € R™™ k. A € R™™"
porun k € R

Asociativa

Propiedades de Conmutativa

la adicion Existencia de Elemento neutro

Existencia Elemento opuesto

Propiedades de
la multiplicacion Conmutativa
porun k € R Existencia de Elemento neutro

Propiedades que
vinculan a ambas Distributivas de la multiplicacion respecto de la adicion



ESPACIO VECTORIAL

Cuerpo R Conjunto V

a+b

. b <
0a al )

a

b
_a k
1

v \ 4




Ejemplo 1: (R?, +, R,.), (R3, +, R,.), (R*, +, R,.), (R™, +, R,.) con las operaciones
“usuales” de adicion y multiplicacion por un niimero real son espacios vectoriales.

Ejemplo 2: El conjunto de vectores de R® que cuyos extremos pertenecen a la recta
y = 3x con las operaciones “usuales” de adicion y multiplicacion por un numero real.
.. Es un espacio vectorial?

S1 dicho conjunto se puede escribir como V= {(x; 3x) / x € R } , de modo que
reformulando la pregunta resulta ;(V, +, R,.) con las operaciones “usuales” de adicion y
multiplicacion por un numero real es un espacio vectorial?




Ejemplo 3: El conjunto de matrices cuadradas de orden 2 operaciones “usuales” de
adicion y multiplicacion por un numero real. ;Es un espacio vectorial?

Si dicho conjunto se puede escribir como V= {M € R?**? } de modo que reformulando
la pregunta resulta J(V, +, R,.) con las operaciones “usuales” de adicion y
multiplicacion por un numero real es un espacio vectorial?

Actividad:

El conjunto de vectores de R? cuyos extremos pertenecen a la recta y = 3x + 2 con las
operaciones “usuales” de adicion y multiplicacion por un numero real. ;Es un espacio
vectorial?

S1 dicho conjunto se puede escribir como V= {(x; 3x+2 )/ x € R } , de modo que
reformulando la pregunta resulta ;(V, +, R,.) con las operaciones “usuales” de adicion y
multiplicacidn por un niimero real es un espacio vectorial?




SUBESPACIO VECTORIAL

Sea (V, +, R, .) es un espacio vectorial y S €V. Entonces S es un subespacio de V
s1'y solo s1 cumple con la siguientes propiedades:

a) El elemento neutro para la suma, 0 € S
b) u, v € S entonces u+v €S
c) Seank € R yu € S entonces k. u € S

Obs:
¢ No todo subconjunto de V puede ser subespacio de V

¢ Todo espacio vectorial (V, +, R, .) tiene como subespacios vectoriales a V y{0} los cuales se
denominan subespacios triviales de V.

¢ Con relacion a las dos tltimas propiedades pueden asociarse y probarse que

Seceak, mER A u,veS entonces kiutm.v, € S
|

Combinacion Lineal




Ejemplo : Sea el conjunto S = {(x;y;z) ER3/ 2x —y+ 5z =0} un
subconjuntos de R® Analizar si S es un subespacio de (R>, +, R,.) con las
operaciones “usuales” de adicion y multiplicacion por un nimero real.

Verifiquemos si las propiedades se cumplan:

b) Sea k, m ER A u, v €S
entonces k.u+m.v € S



Actividad:

Investiga si los siguientes conjuntos son subespacios de (R>, +, R,.) con las

operaciones “usuales” de adicion y multiplicacion por un numero real.

a) S={(x;y;2z) € R3/ x + z = 0}
b) S={(x;y;z) ER3/ z=y+ 2}




SISTEMA GENERADOR DEL ESPACIO VECTORIAL
V,+ R,.)

Un conjunto de vectores es un sistema generador G del espacio vectorial (V, +, R, .) si

cualquier vector de V se puede expresar como una combinacion lineal de los elemento de G.

— s e e
Vo=,V @ Vs b ta v,

Los coeficientes a;, a,, a;, ..., o, son las coordenadas del vector V respecto del sistema
de generadores.




EJEMPLO DE SISTEMA DE GENERADORES

El conjunto G = { (0;1;1), (1;0;1), (1;1;0)} es un sistema generador de R3 tal que (R3 , +,R,.)

Para justificar esta afirmacion se debe mostrar que cualquier vector de R? puede escribirse como

combinacion lineal de los vectores de G

Esto es que (x;y;z)€ R3 debe por escribirse como (x;y;z) = a, (0;1;1)+ a, (1;0;1) + a; (1;1;0)




o, (0;1;1)+ a, (1;0;1) + a5 (1;1;0) = (x;¥,2)
(0; a5 ap)t(a,30; a, )Ha;z ;5 a530) = (xp,2)

(o, +ag o, tog o+ o) = (x,),2)
(a,+a;, = x UN SISTEMA DE ECUACIONES
do,ta; =y LINEALES donde a;, a,, a;
a,ta, = z son las incognitas
0 1 1 0 1 1 x
Su matriz de coeficienteses A = |1 0 1| y sumatrizampliada|l 0 1 vy
1 1 0 1 1 0 z

*Det (4) #0
‘*Rg (4) = 3, igual al rango de la matriz ampliada que es igual a la cantidad de incdgnitas.
Por lo tanto, el sistema es compatible determinado
Esto indica que es posible escribir cualquier vector de R3 como combinacion lineal de los
vectores de G_(v de forma inica) . es decir, G es un sistema generador de R>




Si un sistema generador G del espacio vectorial (V, +, R, .) es

linealmente independiente entonces se dice que G es una base
deV

Ejemplo 1: Como ya se mostro el conjunto G = { (0;1;1), (1;0;1), (1;1;0)} esun
sistema generador de R3 tal que (R> , +,R,.)

Ahora veamos si el conjunto G = { (0;1;1), (1;0;1), (1;1;0)} es linealmente
independiente.

De manera que debemos mostrar que :

a; (0;1;1)+ a, (1;0;1) + a; (1;1;0) = (0;0;0) unicamente para a; =0, a, =0 y a; =0




o; (0;1;:1)+ a, (1;0:1) + a5 (1;1;0) - =(0;0;0)
(0; a5 o)t (@, 505 a,)Ha;z ; a; ;0) = (050,0)

(a,toz 0, oo+ a,) = (0;0;0)
’ ‘ UN SEL HOMOGENEO
ayto; = 0 donde a,, a,, a; son las
Yortos = incognitas
o, ta, = 0
0 1 1 0 1 1 0
Su matriz de coeficienteses A =1 0 1] y su matriz ampliada [1 0 1 O]
1 1 0 1 1 0 O

*Det(4) #0

“*Rg (4) = 3, igual al rango de la matriz ampliada que es igual a la cantidad de incédgnitas. Por lo
tanto, el sistema es compatible determinado

Esto indica que o,(0;1;1)+ a,(1;0;1) +a;(1;1;0) = (0;0;0) tnicamente para o, =0, a, =0 y a; =0,
por lo tanto, G es linealmente independiente




G |Esun SISTEMA GENERADOR de R? tal que (R® , +.R,))
Es LINEALMENTE INDEPENDIENTE

¥

G es una base de R3




Un espacio vectorial (EV) con un sistema de generadores finito se dice que es
de dimensi6n finita:
La misma cantidad de elementos de una base de un EV se la denomina
dimensi0n del espacio vectorial

Todas las bases de un espacio vectorial con un sistema de
generadores finito tiene la misma cantidad de elementos

Se mostrd que conjunto G = { (0;1;1), (1;0;1), (1;1;0)} es una base de R? tal que (R3 , +,R,.)
y cantidad de elementos de G es 3, por lo tanto, la dimension del espacio vectorial es 3

En general:
* Sea el espacio vectorial real real V' = {vector nulo} <dim (V) =0
* Sea el espacio vectorial real real V'=R", dim(})=n € N




Ejemplo 2:

Analizar si1 el conjunto G = { (1;0), (0;1), (1;1)}

a) Es un sistema generador de R? tal que (R? , +,R,.)
b) Es una base de R?

a) Se debe mostrar que cualquier vector de R? puede escribirse como combinacion
lineal de los vectores de G

Esto es que (x;)€ R? debe por escribirse como a, (1;0) + o, (0;1) + a5 (1;1) = (x,y)
a; (1;0)+ a, (0;1) + a3 (1;1) = (x,y)

(@ OH 05 0 Yoo = () > |
(o; o3 a,+a;) = (x,y)

UN SISTEMA DE ECUACIONES
LINEALES donde a;, a,, a;
son las incognitas

o, to; =X
atoy =Y

Rg (A) = 2, 1gual al rango de la matriz ampliada que es menor a la cantidad de incognitas. Por lo tanto, el
sistema es compatible indeterminado.

Esto indica que cualquier vector de R? puede expresarse de infinitas maneras como combinacién lineal
de los vectores de G. Por lo tanto, G es un sistema generador de R? tal que (R? , +,R,.




b) Ahora veamos s1 el conunto G={(1;0),(0;1),(1;1)} es linealmente
independiente. De manera que debemos mostrar que :

a; (1;0) +a, (0;1) +a;(1;1) = (0;0) Ganicamente paraa, =0, a, =0 y a; =0

a; (1;0)+ a, (0;1) + a3 (1;1) =(0;0)

UN SEL
_ - a,+a; =0 '
(o O)H(0; ay ) Haz;a3)  =(0,0) > {71 73 HOMOGENEO
a,to; =0 donde a,, a,, a; son
(a,toa;a,+a;) =(0,0) las incognitas

Vemos que el SEL tiene mas incognitas que ecuaciones y €s homogéneo, por lo tanto, es
compatible indeterminado. Esto indica que G NO es linealmente independiente.

De manera que G es un sistema generador de R? tal que (R? , +,R,.) pero NO es una base
del mismo




Actividad:

A) Analizar silos siguientes conjuntos son sistemas generadores y base de
R? tal que (R? , +,R,.)

2) G={(5:0),(0; 2)}
b) G={(3;2)}
¢) G={(3;2),(4;-1),(5;-1)}

B) Analizar si los siguientes conjuntos son sistemas generadores y base de R tal
que (R3, +R,.)

a) G = { (0;1;0), (1;0;0) , (1;1;0);

b) G = { (0;1;0), (1;0;0) }

¢) G ={(9:-3;7), (1;8:8) , (5;-5:1)]




S1 relacionamos el concepto de dimensidon de un espacio vectorial con los
conceptos de geometria analitica sobre rectas y planos en R3, vemos que:

< Los planos que pasan por (0;0;0)=> Son subespacios R> de
dimension 2.

<+ Las rectas que pasan (0,0,0)=> Son subespacios R* de dimensién
1.




Base y dimension de un subespacio
S;={(xy2)eR¥/x+2y+z=0,—x+y—z=0]

§4 es subespacio vectorial de B2,

x+Z2dy+z=1

—x+y—z=10
X =—a

La solucion del sistema EE:{}-’Z 0 conaeelR
Z=q

R : a di g

X -1
(}') = a:( D) - By ={(-101)} dimSi=1
1

&




Extension y reduccion de un conjunto de vectores para que formen una base
de un espacio vectorial

El proceso de extension y reduccion de un conjunto de vectores G para que formen una
base de un especio vectorial real especifico consiste en incorporar o eliminar vectores del
conjunto G de modo tal de conservar el rango de la matriz que tiene a dichos vectores
como columna.

Ejemplo 1: Extender, si es posible, el conjunto G,={(1,0,2), (1,0,—1) para que forme un
base de R3

G, ={(1,0,2), (1,0,-1)} es L.I.




Pero G, tiene dos elementos. No es un sistema generador de R3ya que no es posible
que todo vector de R3pueda escribirse como combinacion lineal de los vectores de
G;,.

Por ejemplo, el (0,1,0) € R3 pero no puede escribirse como combinacion lineal de
ellos (S1 se construye un SEL con dicha informacion este resultara incompatible).

Pero s1 a G, se le une con un conjunto G, formado por un vector de manera que siga
siendo independiente de los vectores del G,. Por ejemplo (0,1,0).

Resulta que G,UG, ={(1,0,2), (1,0,-1), (0,1,0)} es LI, y genera R3. Por tanto,
{(1,0,2), (1,0,-1), (0,1,0)} es base de R3 .




Ejemplo 2: Reducir , si es posible, el conjunto G,={( 2,0,0), (0,3,0), (4,1,0)} para que forme una
base del S = {(x;y,;z) € R3 / z=0}

G, es un sistema generador de S, pero es L. D. (S1 se construye un SEL con dicha informacion
este resultara compatible indeterminado o bien si se analiza el determinante de la matriz de
coeficientes de dicho SEL este es 0).

Por tanto, G, no es una base de S.

Pero si a G, se le resta un conjunto G, por ejemplo, G, = {(4;1;0)} (tambien podria eliminarse a
cualesquiera de los otros dos vectores) . El conjunto G, — G, resulta generador del subespacio S y
LI, por lo tanto, se tendrd una base de S.

Notese que si se una matriz M, de modo que las filas sean los vectores de G, resulta que

rg(M,) =2, por lo tanto, esto se interpretaria como que uno de los vectores es C.L de los restantes
y puede quitarse. Ahora si se construye una matriz M, de modo que las filas sean los vectores de

G, -G, = {(2,0,0), (0,3,0)}, Rg (M,)=2 y es LI entonces {(2,0,0), (0,3,0)} es una base de S.




Coordenadas y cambio de base

V¢ease la siguiente situacion:

Si se considera la base canonica B = {(1; 0),(0;1)} y el vector (—1; 2) puede
escribirse como CL de los vectores de B, esto es (—1; 2) = -1 (1;0) + 2 (0; 1).
Mientras que si se considera la base ordenada B, = {(3, 1),(—1, 1)}, sus coordenadas

1 7 1 7
son (Z;Z)’ ya que (—152) = 7 3;1)+ i (-1;1).

La pregunta es: ;Qué se debe hacer cuando se tiene un vector escrito en coordenadas
en una base B y se pretende conocer las coordenadas en una base B,?

La respuesta es que se debe hacer un cambio de base y este procedimiento consiste en
encontrar una matriz tal que teniendo un vector “escrito” en la base B, nos “devuelva”
al vector “escrito” en la base B,. Dicha matriz recibe el nombre de matriz de cambio de
base 'y se denotara Mpp,




Para la situacion planteada, la idea es hallar la matriz de cambio de base tal
que:

Mpp.. [‘21] —

NN

De modo que se debe determinar el vector de coordenadas de cada uno de los elementos de la
Base en funcion de la Base

antigua nueva*

Aunque la 1dea consiste en trabajar con los vectores uno por uno. Es posible trabajarlos de una
sOla vez. Para ello se usara la matriz construida de tal manera que:
[Base |Base

Y se aplica a esta matriz el proceso de Gauss-Jordan (que se ha visto en el UNIDAD 2), de
modo que se consigue:

|Base

nueva antigua

|Base 12 [I|P] siendo P= Mgp,

antigua

nucva




Aplicando esta 1dea al ejemplo se tiene:

[3 _11(1) (1)]9[3 —11(1) (1)]910 —41 —3]910 —41 —3
Jio® O
o i @)

[La matriz de cambio de base resulta
G G
(-3 @)

Mgp, = pues (verificacion)

_
ol
||
N AN VS S




Propiedades de las matrices de cambio de base .
1. Toda matriz de cambio de base es cuadrada de orden n, donde n es
la dimension del espacio al que se refieren las bases.

2. Toda matriz de cambio de base es invertible. Ademas, la matriz de
cambio de B a B, es inversa de la matriz de cambio de B, a B.

3. La matriz de cambio de una base B a la misma base B, es la matriz
1dentidad.

Actividad:
Comprobar en el ejemplo anterior que Mg y Mp p son inversas entre

S1
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